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Au commencement eétait |'axiome

Dans la conception axiomatique, la mathématique apparait
en somme comme un réservoir de formes abstraites, les structures
mathématiques ; et il se trouve — sans qu’on sache bien pour-
quoi — que certains aspects de la réalité expérimentale viennent
se mouler en certaines de ces formes, comme par une sorte de
préadaptation. Il west pas niable, bien entendu, que la plupart
de ces formes avaient a Porigine un contenu intuitif bien déter-
miné ; mais Cest précisément en les vidant volontairement de
ce contenu quwon a su leur donner toute Iefficacité qu’elles por-
taient en puissance, et qu’on les a rendues susceptibles de recevoir
des interprétations nouvelles et de remplir pleinement leur réle
élaborateur.

C’est seulement avec ce sens du mot « forme » qu’on peut dire
que la méthode axiomatique est un « formalisme »; lunité
quwelle confére a la mathématique, ce nest pas Parmature de
la logique formelle, unité de squelette sans vie; c’est la séve
nourriciére d’un organisme en plein développement, le souple
et fécond instrument de recherches auquel ont consciemment
travaillé, depuis Gauss, tous les grands penseurs des mathématiques,
tous ceux qui, suivant la formule de Lejeune-Dirichlet, ont
toujours tendu a « substituer les idées au calcul ».

Nicolas Bourbaki in Les grands courants de la
pensée mathématique (F. Le Lionnais).
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11 n’y a pas de mathématiques modernes.

Ces deux mots anodins font pourtant régner la terreur dans
des millions de foyers ou les parents, angoissés, « séchent »
sur des problémes donnés a leurs fils en quatrieme. Ces deux
mots, surtout quand ils sont écrits au singulier, ont fait
l’objet de dizaines de colloques dans le monde entier, ont
fait vendre d’innombrables livres, ont découragé des milliers
d’éléves (qui ont parfois méme abandonné I’idée d’une carriére
scientifique) ainsi, bien souvent, que leurs professeurs,
désolés de voir qu’il leur restait & apprendre a leur tour.
Pourtant cette appellation internationale est absurde. Quand
ce ne serait, d’abord, que parce qu’il est dangereux d’accoler
I’adjectif « moderne » & quoi que ce soit : que I’on évoque
le Modern’ Style! Mais surtout ces mathématiques-la ne sont
ni modernes, ni « nouvelles »; ce sont simplement... des
mathématiques, et ’objet de ce livre est en particulier d’affir-
mer, voire de démontrer, qu’il n’y a pas de rupture entre les
maths d’hier et celles d’aujourd’hui, que celles-ci sont bien
de la famille, et méme qu’il était fatal qu’on en vint 14 un jour.

Bannissons donc de notre esprit, sinon tout a fait de notre
vocabulaire, les mots « modernes », « nouvelles », « contem-
poraines » ou « d’aujourd’hui », dont I’usage malencontreux a
contribué a élargir un fossé qu’il faut bien combler.

Car personne ne songe a nier, bien entendu, que I’évolution
de notre science, si elle est restée continue, ne pose de graves
problémes a notre génération. Sur les circuits de course
automobile, aux longues lignes droites succédent des épingles
a cheveux ; il faut y jouer adroitement des rapports de la
boite pour ne pas étre projeté hors de la piste avant de pou-
voir reprendre le régime de pleine puissance. Les mathé-
maticiens professionnels sont de nouveau dans la ligne droite,
non sans avoir, au début de ce siécle, cassé quelques
moteurs ou perdu certains pilotes. Les professeurs de
mathématiques s’échelonnent entre le milieu du virage
et sa sortie, les plus anciens étant généralement les plus
prudents et cherchant a amortir au maximum les effets
désagréables d’une accélération trop forte, réduisant leur
vitesse de maniére a garder toujours le contrdle de leur
véhicule. Seuls quelques scientifiques (nés aprés 1935)
ont eu la chance d’entrer d’emblée, au moins au cours de leurs
études supérieures, dans la partie rectiligne. Ils prouvent
que le probléme qui nous occupe aura nécessairement une
solution : dans cinquante ans tous auront sucé le lait des



mathématiques modernes dés la mammelle. D’ici 1a, il nous
faut faire franchir I’obstacle au plus grand nombre, et laisser
faire Chronos.

@ Les axiomes d’'Euclide

11 nous faut d’abord remonter bien haut dans le cours de
Ihistoire. Le « pére des mathématiques modernes » est
un Grec du troisieme siécle avant J.-C. C’est en effet Euclide !
qui a introduit la méthode axiomatique dans ses célebres
Eléments, et les révolutionnaires de la fin du siécle dernier
ne firent que renouer avec lui & travers les 4ges.

En téte des Eléments figurent en effet des axiomes et des
postulats ; d’autres sont introduits en cours de route. Essayons
de voir pourquoi leur usage est important, et pourquoi
Euclide s’est montré l1a un précurseur. Un axiome est ’affir-
mation d’une propriété non démontrée mais admise telle
quelle. (Bien que les Grecs aient introduit une distinction,
d’ailleurs assez obscure, entre postulat et axiome, nous les
confondons aujourd’hui). Ainsi « par deux points distincts
il passe une droite et une seule » est un axiome. Il ne faut pas
confondre avec une définition : « Un point est ce qui n’a pas
de parties » est une définition (bien que cela n’ait pas un sens
précis et reste donc inutilisable) ; « un point n’a pas de
parties » peut étre considéré par contre comme un axiome.
Donnons un autre exemple : « si deux grandeurs sont égales
4 une méme troisiéme, alors elles sont égales entre elles ».
Citons enfin le célebre postulat dit d’Euclide : « par un point
extérieur a une droite, il passe exactement une paralléle a
cette droite ».

@ Le programme euclidien

Les exemples ci-dessus sont typiques de la démarche
d’esprit des Grecs, qui ne concevaient ’axiome que comme
une propriété admise sans démonstration, soit a cause de son

1. Si aujourd’hui son nom est symbole de réaction, c’est un mathématicien
francais qui en est involontairement la cause. Lors du Congres des mathé-
maticiens de 1959 (Royaumont), J. Dieudonné s’écria : A bas Euclide ! Mais ce
que visait le coauteur de Bourbaki par cette apostrophe vigoureuse, c’était
enseignement classique de la géométrie et I'usage systématique du triangle,
non le génie de ’auteur du premier grand Traité de mathématiques.




évidence (comment refuser que a = b et b = ¢ entrainent
a = c¢?), soit faute de pouvoir en donner une démonstration ;
postulare signifie demander, et un postulat est ce que I’on
demande au lecteur d’accepter sans preuve.

Nous verrons plus loin que ce sens du terme axiome est
trop pauvre, mais tenons-nous y pour l’instant. Une fois
posés les axiomes de départ et les définitions destinées a
fournir des matériaux a4 la démarche mathématique, nous
ne devons plus accepter aucun autre résultat que démontré,
Une démonstration est un raisonnement logique qui, & partir
des propriétés déja acceptées (axiomes ou théorémes démontrés
précédemment) et des nouvelles définitions éventuelles,
établit la véracité d’une proposition. Ainsi, aprés avoir démon-
tré que les trois médiatrices des cotés d’un triangle ont un
point commun, on donne a ce point le nom de centre du
cercle circonscrit : on démontre en effet qu’il est le centre
d’un cercle passant par les trois sommets, que ce cercle est
unique, etc. Tout ceci repose sur une conception philosophi-
que qui ne serait plus regue unanimement aujourd’hui :
la mathématique a une existence réelle; c’est un continent
encore presque vierge sur lequel, a partir de tétes de pont
(les axiomes) on part a la découverte en tragant des pistes
respectant les régles de la logique.

Si on peut critiquer une vue aussi naive, ’essentiel
reste valable : avouer franchement ce que I’on admet, et batir
le reste la-dessus avec toute la rigueur possible, rigueur née
le jour ou l'on ne s’est plus contenté de constater expéri-
mentalement certaines régularités dans les nombres ou les
figures géométriques, mais ol on a cherché la raison de ces
régularités.

I1 faut reconnaitre ’extréme ambition de ce programme.
L’intuition, notamment en géométrie, est si forte que I’on
admet toujours involontairement de nombreux résultats.
Ainsi la premiére démonstration d’Euclide est-elle faussée
a la base par une omission inacceptable. Construisant le
cercle de centre A passant par B et le cercle de centre B
passant par 4, il considére ’'un de leurs points d’intersection ;
or rien ne prouve l’existence d’un tel point, hormis, évidem-
ment, ’aspect de la figure : mais I’appel a une telle expérience
tangible est interdit | L’expérience est précieuse pour suggérer,
mais ne peut pas servir d’élément de démonstration.



. Et s’il existait des trous dans les

G deux cercles? En se limitant aux
points dont les coordonnées, dans un
syst¢tme d’axes convenable, sont
des nombres rationnels, on peut
montrer que les deux cercles ci-
contre, centrés aux points de coor-
données (— 1, 0) et (+ 1, 0)
n’ont alors aucun point d’intersection.
L’existence du point C n’est donc
pas une conséquence des axiomes
d’Euclide, qui sont incomplets.

a L’axiome de Pasch. Indispen-
sable a I’édification de la géométrie
euclidienne, cet axiome affirme que
si une droite D coupe la droite ab

D entre a et b, elle doit alors néces-
sairement couper bc entre b et ¢ ou
b c ac entre a et c.

@ Pourquoi Euclide a échoué

Euclide a donc échoué. Son systeme d’axiomes était
nettement insuffisant, et il n’a jamais cherché a expliciter
ce qui joue, dans ses démonstations, un rdle au moins aussi
important : la liste des opérations logiques permises, par
lesquelles on peut justifier un résultat. La aussi les mathé-
maticiens, pour un trés long temps, furent empiristes et
intuitionnistes : était suffisamment prouvé ce qui entrainait
I’adhésion des hommes intelligents auxquels on exposait
le déroulement de la preuve (quelque chose comme 1’ « intime
conviction » des juristes était donc considéré comme le critere
ultime de la vérité mathématique).

Ne critiquons pas trop vite. D’abord rien ne nous dit ce
que les siécles a venir nous réservent; la notion de « rigueur »
évolue sans cesse et, bien que I’on ait accompli des progres
décisifs (ainsi certaines démonstrations peuvent étre testées
sur machines), I’ « intime conviction » reste souvent la vraie
pierre de touche. D’autre part aucune démonstration mathé-
matique, a2 quelque niveau qu’elle soit faite, n’est compleéte
méme si elle satisfait les exigences actuelles de la rigueur.
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En effet, ou bien elle est élémentaire et faite a I'usage de
débutants : il importe alors de ne pas I’alourdir de subtilités
inaccessibles pour eux. Quand on dit par exemple « soit x
le plus grand nombre entier tel que 3x soit inférieur a y »,
qui nous prouve qu’il ‘existe bien un tel nombre x et qu’il
est unique ? Cela peut se justifier, mais il est douteux qu’un
jeune lycéen puisse en saisir le mécanisme. Au niveau supé-
rieur, les parties « triviales » (c’est-a-dire démontrables
presque instantanément par tout lecteur averti) ne sont jamais
traitées ; souvent méme on évite de signaler la nécessité
de contréler telle affirmation de P’auteur afin de ne pas alour-
dir le texte. Le souci de ne pas laisser les arbres cacher la
forét et, au contraire, de mettre en vedette les seuls points
importants d’une preuve fait donc que, contrairement 4 une
opinion répandue, on triche constamment en mathématiques!

Cela dit, nous pouvons donc rendre a Euclide, méme défail-
lant, un hommage sans restrictions, et penser de lui, comme
Einstein de Newton qu’il venait de détroner, qu’il avait fait
davantage que tout autre : seule son époque I’avait empéché
de faire mieux. Il fut loin d’étre entiérement compris de
ses successeurs. Si ’on continua & réciter scrupuleusement
Euclide jusqu’a une époque récente, c’était plus par respect
de la tradition et de la forme que du contenu. En effet,
lorsque les mathématiciens italiens de la Renaissance intro-
duisirent les nombres complexes (imaginaires), nul ne se
soucia de poser explicitement les axiomes régissant ces
nouveaux nombres. Il était pourtant manifeste qu’effectuer
sur les nombres x -+ iy les mémes calculs que sur les nombres
réels ne résulte pas de ’ensemble des mathématiques de
Iépoque! Que les vieillards (4gés de plus de trente-cing
ans aujourd’hui) rouvrent leurs livres scolaires : y trouveront-
ils quelque axiome? A quelque rare exception prés, on peut
étre certain qu’aucun axiome autre que celui d’Euclide n’y
figure. On y parle, en revanche, d’amener deux triangles
a coincider par transport, opération soigneusement interdite,
par la suite, aux étudiants : est-ce que les cas d’égalité des
triangles, que l’on déduisait ainsi, n’étaient pas réellement
non démontrés, et par conséquent admis comme des vérités
premiéres suggérées par I’expérience ? Il eQit été plus honnéte,
et plus « euclidien », de leur donner franchement le nom
d’axiome.



@ La succession euclidienne

L’enrichissement de la liste d’Euclide s’était pourtant
effectué dans deux voies trés différentes. En 1898, I’Allemand
Hilbert publiait une liste de vingt-sept axiomes permettant
la construction rigoureuse, avec la logique traditionnelle, de
la géométrie classique. Il montrait également que sa liste ne
pouvait pas étre réellement écourtée; on comprend mieux,
deés lors, I’échec d’Euclide. On comprend également pourquoi
aucun livre scolaire de géométrie ne reprit entiérement le
travail d’Hilbert!!

Bien avant Hilbert, de trés nombreux chercheurs avaient
tenté de résoudre I’énigme du postulat d’Euclide. Qu’il
suffise de citer Saccheri, Lambert, Bolyai, Gauss, Lobatchevsky,
Riemann : on sait que leurs travaux montrérent finalement
qu’il pouvait exister d’autres systémes d’axiomes conduisant
a d’autres listes de théorémes, donc a4 d’autres géomeétries que
celle d’Euclide. Poincaré montra méme que toute contra-
diction dans la géométrie de Riemann (ou il n’existe pas de
paralleles) ou dans celle de Lobatchevsky (o, par un point
donné, passent une infinité de paralléles a une droite donnée),
conduirait a une contradiction dans la géométrie d’Euclide,
puisqu’il construisit a I’intérieur de celle-ci des « modéles » 2
des deux autres. Ce résultat mettait les mathématiciens sur
une piste importante : il n’y a peut-étre pas de « mathématiques
absolues », ou I’axiome d’Euclide est vrai ou faux. Les mathé-
matiques ne seraient-elles pas, au contraire, un simple jeu
formel, suivant une expression célébre une maniére codifiée
d’inscrire des signes sur du papier dont ’intérét intrinséque
réside en Iextraction des conséquences logiques d’un
systéme d’axiomes arbitraires cohérents dans leur ensemble
sans étre nécessairement des « vérités » premiéres?

Les mathématiques ne sont donc plus une description du
réel (bien qu’évidemment elles en soient le meilleur révé-
lateur, prétant la géométrie euclidienne aux architectes et
celle de Riemann aux utilisateurs de la relarivité générale).

— 14
1. Il faut pourtant noter que des livres américains actuels n’hésitent
pas a employer prés d’une quarantaine d’axiomes introduits au cours du
traité : il faut protester avec force contre une telle attitude antipédagogique,
qui laisse croire & I’enfant que dés qu’il se présente une difficulté, il suffit
d’introduire un nouvel axiome!
2. Voir page 137.



Les axiomes d’Hilbert

1. Par deux points distincts

passe au moins une droite.
A B

2. Cette droite est unique.

3. Par trois points non alignés
passe au moins un plan.

[ </

4. Ce plan est unique.

5. Si deux points distincts d’une
droite appartiennent au méme
plan, la droite entiére est conte-
nue dans ce plan.

=7

6. Deux plans ayant un point
commun en ont au moins un
autre.

Av’

7. I1 existe quatre points qui
n’appartiennent pas 2 un méme

plan.
A
k C

B

8. Dans chaque plan il existe
au moins trois points non
alignés.

12

9. Sur chaque droite il existe
au moins deux points distincts.

10. Si B est entre A et C
(relation qui suppose ABC ali-
gnés et distincts) alors B est
entre C et 4.

A B C

11. Si A et B sont distincts,
il existe au moins deux points
C et D tels que C soit entre
A et B, et B entre A et D.

A C B D

12. Si A, B, C sont trois points
distincts d’une méme droite,
il en existe un et un seul qui
soit entre les autres.

13. Si quatre points distincts
d’une droite sont donnés, on
peut toujours les appeler 4, B,
C, D de fagon que B soit entre
A et C, B soit entre 4 et D,
C soit entre A et D, C soit
entre B et D.

A B C D

14. Si A, B, C ne sont pas
alignés et si une droite D de
leur plan coupe AB entre 4 et B,
alors D coupe nécessairement
AC entre A et C ou BC entre
B et C (axiome de Pasch).

A D

B c

15. Dans un plan contenant une
droite D et un point M extérieur



a D, il existe une droite et une
seule A passant par M et ne
coupant pas D  (postulat

d’Euclide).
—— )
M
A

16. Dans I’ensemble des cou-
ples de points (4, B) on peut
définir une relation notée
(A, B) = (C, D) (AB et CD
ont méme mesure) telle que

(4, B) = (4, B).

17. Pour tout couple
(4, B) = (B, 4).

18. (4, B) = (C, D) et
(C, D) = (E, F) impliquent
(4, B) = (E, F).

B F,
e
C il

19. Si ’on considére une demi-
droite d’origine C et un couple
(A, B) [une demi-droite est
définie a partir de C et d’un
point distinct C’ comme len-
semble des points M tels que
I’on ait (M entre C et C’) ou
(C’ entre C et M)], il y existe
un point D tel que
(4, B) = (G, D).

/B

A c D
20. Si B est entre A et C et
si B’ est entre A’ et C,
(4, B) = (4, B)
et (B, C) = (B, C’) impliquent
(4, C) = (4, C)
(les droites ABC et A’B’C’ peu-
vent étre dxstmctes)

/./V'*Zv/y

21. Dans I’ensemble des couples
de demi-droites de méme origine
(ou : angles) (d, 8) on peut
définir une relation notée

d, 3) = (@, %)
telle que

d, 3) = (d, ).

22. Pour tout couple
(d; D) = (B5:d):

235 (d,0) = (d’ 3)
et (d, d) = @7, 8)
impliquent (d, 8) = (d? 8%),

d d" L
%
d’ 8

24. Si (d, 8) est un angle et
si d’ est une demi-droite d’ori-
gine A4 d’un plan P, dans le
demi-plan défini par d’ et un
point M de P non aligné avec
d’, il existe une demi-droite
unique &’ telle que
d, d) = (d, ¥)

[le demi-plan défini par d’ et M
est l’ensemble des points de
d’ et de ceux qui appartiennent
a I'une des demi-droites passant
par M dont lorigine est sur d’].

d
S
25. Si (4, B) = (4 B,
(Aa C) - (A,s C/)
et (AB, AC) = (A'B’, A'C"),
alors (BC, BA) = (B'C’, B’'A")
et (CA, CB) = (C’'4’, C'B).

. A
C
c
B B'



Le systeme d’Hilbert devient ainsi une construction intellec-
tuelle indépendante, étudiée pour elle-méme et non pour
les arpenteurs. Hilbert lui-méme le soulignait, ses axiomes
étant batis sur les trois notions, non définies, de point,
droite et plan; il fait remarquer que ces dénominations
sont parfaitement arbitraires (!) et qu’il aurait pu, tout
aussi bien, les appeler verres de biére, chaises et tables :
« par deux verres de biere distincts, passe au moins une
chaise... » Des signes sur du papier... n’est-ce pas la la bonne
définition des mathématiques ?

Nous allons étudier deux systémes d’axiomes, importants
et trés différents, correspondants aux deux sens évoqués
ci-dessus du mot axiome. (Nous y rencontrerons pour la
premiére fois, dans ce livre, le mot « ensemble » ; un chapitre
lui sera consacré. Qu’on le prenne pour l’instant comme
synonyme de « collection ».)

Un ensemble peanien est un ensemble P a 'intérieur duquel
on a défini une fonction notée f(x) = x* (on dit encore que
x*t est le successeur, nécessairement unique, de x) satisfaisant
aux axiomes suivants :

a) si 'on peut écrire x* = y+ pour deux éléments x et y,
alors nécessairement x = y ;

b) il existe un certain élément noté 2 qui n’est le successeur
d’aucun élément x de P’ensemble (en d’autres termes, il
existe au moins un 2 tel que ’égalité x* = z est impossible) ;



¢) si un ensemble Q contient z, et si 'on peut montrer
qu’il contient nécessairement le successeur x* de tout élé-
ment x appartenant a la fois & P et a Q, alors tous les éléments
de P sont éléments de Q.

Ces axiomes étranges, appelés axiomes de Peano (bien
qu’ils aient été mis en évidence pour la premicere fois par
Dedekind), n’ont pas du tout été choisis arbitrairement.
Ils correspondent a l’ancienne idée de « vérité premiere »
d&’Euclide : ces axiomes sont en effet vérifiés par I’ensemble
le plus important des mathématiques, I’ensemble N des
nombres maturels ; d’autre part tout ensemble peanien est,
en quelque sorte, une « copie conforme » de N. Ils n’impli-
quent pas, néanmoins, qu’il existe au moins un ensemble
peanien : ceci est une autre question.

Supposons donc connu I’ensemble N des nombres o, 1, 2,
3, etc. (un tel point de vue est évidemment mathématiquement
peu acceptable tant que l’on n’a pas défini N : mais nous
pouvons adopter ici, dans un souci pédagogique, toute
fantaisie qui nous plaira et nous appuyer au maximum sur
P’intuition que nous avons tous en commun). Si nous écrivons :

ot = 1,1t = 2,2t =3, ..,nt =n + I, ...,

les axiomes a) et b) sont évidents : de x + I =y + I on
déduit bien que x = y, et z n’est autre que O, puisque I’on
ne peut avoir x + 1 = o dans N. L’axiome c) est plus délicat
3 reconnaitre : c’est I’axiome qui justifie le raisonnement par
récurrence. 11 affirme, sous une forme plus simple, que si
Ion considére une propriété des nombres naturels, vraie
pour o et héréditaire (c’est-a-dire vraie pour x* = x + I
des qu’elle est vérifiée pour x), cette propriété! est alors vraie
pour tous les naturels.

0 1 2 3 4
o ° <} ® o N
L’application qui transforme x en x* x + I est symbolisée par la fleche ~.

1. Supposons en effet qu’elle soit fausse pour certains nombres, et soit
y le plus petit nombre pour lequel elle est fausse (nous admettrons P’existence
d’un tel nombre, comme étant conforme a I’idée intuitive que nous avons
deN); comme y n’est pas nul par hypothése, on admettra facilement qu’il
est le successeur d’un certain x pour lequel la propriété envisagée est vraie
(sinon y ne serait pas le plus petit). Mais ceci contredit le caractére héréditaire
de la propriété.



Eclairons ceci par un exemple en prenant la propriété
« le nombre 10 — 1 est divisible par 9 ». Elle est vraie pour
x =0, car 10> = 1, 10° — 1 = 0 = 9 X o. Elle est héré-
ditaire : en effet si nous pouvons écrire

10? — 1 = 9 a,
alors
107 —1 = 100+l — 1
= 10(I0* — I) + 10— I = 90a + 9 = 9b

ou b est le nombre (10a + 1). Comme elle est vraie pour
x = 0, elle ’est donc pour x = ot = 1, puis pour x = 1+
= 2, etc. L’axiome de récurrence affirme, en quelque sorte,
que ce « etc. » contient bien tous les nombres naturels, ce
qui est clair pour un nombre déterminé tel que 101 (il suffit

de recommencer cent fois le méme calcul), mais non, a priori,
pour tous les nombres.

. L epenaance aes

Voila donc justifié, non sans d’importants recours a I’intui-
tion (mais 4 quoi d’autre pourrions nous recourir pour le
moment?) le caractére « naturel » des axiomes peaniens,
qui veulent décrire les propriétés de base de ’ensemble N.
Mais il y a plus : nous avons « suffisamment » d’axiomes ;
tout ensemble peanien est une copie de N, c’est-a-dire que

N={0,1,2,3,4,5,..}

A={LILILIV,V,VL..}

B={[ .l =] ) ] L -

I’on peut associer a tout élément d’un tel ensemble P un
nombre naturel unique x : le nombre correspondant 4 son
successeur sera alors x*. (Une telle correspondance est un
isomorphisme ; elle revient par exemple a traduire les nombres
naturels dans un langage différent : si la forme n’est plus
reconnaissable, le fond est identique . Il en est ainsi lorsque
I’on change de systéme de numération en écrivant MCCCXIII
au lieu de 1313.) On dit encore que les axiomes de Peano
définissent un seul ensemble a3 un isomorphisme preés.



A P’aide de ce systéme qui renferme donc, a 1’état poten-
tiel, toute I’arithmétique (qui est ’étude de N), nous pouvons
définir indépendance d’un axiome par rapport aux autres
postulats du méme systeme. On dira que a) est indépendant
de b) et c) pris ensemble s’il existe un ensemble A satisfaisant
4 b) et a ¢) mais non a a). Dans ce cas, il existe beaucoup
d’exemples de A4 : il suffit de considérer I’ensemble dont
les éléments sont les nombres o, 1 et 2 (ce que ’on note
A = {0, 1, 2 }). Définissons arbitrairement une fonction que
nous noterons encore x* par les égalités :

ot = I; It = 252F = I

L’égalité x* = o n’est donc jamais vérifiée ; d’autre part tout
ensemble Q, défini dans 1’énoncé de l’axiome c), contient
z = o, donc également 1 = ot et 2 = 1*. Pourtant, bien
que b) et ¢) soient vérifiés, a) ne I’est pas, puisque les éléments
distincts o et 2 ont le méme successeur 1. En d’autres termes,
on ne pourra jamais déduire I’axiome a) des deux autres.

On peut également montrer l'indépendance de b) par
rapport a a) et c¢), en posant cette fois-ci dans A I’égalité
2+ = o au lieu de 2t = 1. L’indépendance de c) est plus déli-
cate 4 montrer. Nous donnerons ici deux exemples, tres dif-
férents, d’ensembles A satisfaisant 4 a) et b), mais non a c) :

— A est ’ensemble contenant tous les nombres naturels
ainsi que tous les nombres de la forme n + 1/2, ou n est

1. La démonstration détaillée de ce fait n’est pas difficile 4 imaginer :
on montre tout d’abord I’unicité du nombre z n’ayant pas de prédécesseur
dans P ; ceci fait, a z on associe ’élément analogue 2’ d’un autre ensemble
peanien P’, 4 z* on associe z'* et ainsi de suite.



un nombre entier relatif. Nous poserons encore x* = x + I.

A ={0,1,2y ey Ny ccoy— 1 + 1/2, ...,
— 5/2, — 3/2, — 1/2, 1/2, 3/2, §5/25 cccxm + 1/2, .0}

ol 23455
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(2% = 65 536)

Les axiomes a) et b) sont trivialement vérifiés, mais non c),
comme on le voit en prenant pour ensemble Q ’ensemble N
lui-méme, qui ne contient pas 1/2.

— A est ’ensemble N lui-méme, ou nous poserons
xt = 2%, Il suffit de considérer ’ensemble Q de toutes
les puissances de 2 (Q = { o, 1, 2, 4, 8, I6, ..., 2", ... }) pour
mettre en défaut ’axiome c.

Afin de pouvoir comprendre I’étude du systéme suivant,
fixons quelques notations. Nous appelons N I’ensemble des
nombres naturels (ou entiers positifs ou nuls) ; N est juste-
ment ’initiale de naturel. Nous appellerons Z ’ensemble des
nombres entiers (ou encore : relatifs), positifs, négatifs ou nuls :

Z = § sisy = M5 a0y — 3y — 25— T5 05 Ty 25 3y wuss By wes §
(Z comme dans nombres... zentiers, ou plutdt comme dans

I’allemand Zahlen, nombre). Dans N et Z sont définies (peu
importe comment pour l’instant) des opérations : addition,

o 1 2 3 4 .7
——¢ oo _—o—» W W— .
—4 -3 =2 -1

multiplication. La soustraction n’est définie que dans Z,
et non dans N, puisqu’il est bien évident que I’écriture 2 — 4,
par exemple, ne représente aucun nombre naturel; par
contre le symbole (x — y), ou x et y sont des entiers relatifs,
représente toujours un tel entier. Ceci dit, passons a la défi-
nition des groupes.



@ Lles groupes

[¢=]

Un groupe G est un ensemble a lintérieur duquel on a
défini une opération, associant aux éléments x et y du groupe
I’élément noté u = x o y, satisfaisant aux axiomes suivants :
a) étant donnés trois éléments (non nécessairement distincts)
x, y et z du groupe, si 'on calcule u = x oy et v =y © 2,
alors on peut écrire :

(xoy)oz =uoz =x0v =2x0(yo2)
(on dit encore que ’opération o est associative) ;
b) il existe dans le groupe au moins un élément noté e tel
que ’on puisse écrire :
X =eox =Xxoe

quelque soit 1’élément x du groupe (on dit que e est un
élément neutre pour ’opération o) ;
) x étant un élément quelconque du groupe, il existe dans
le groupe au moins un élément noté x’ tel que I’on puisse
écrire :

e=x"ox =x0Xx
(on dit que x’ est un inverse de x pour I'’élément neutre e
de P’opération o).

A partir de ces trois axiomes, on peut démontrer de tres
nombreux théorémes : e est nécessairement unique; un
élément ne posséde qu’un seul inverse ; 'inverse de 2 = x o y
est égal 4 2’ = y’ o x’ etc. La aussi se posent les questions :
ce systéme est-il cohérent, c’est-a-dire existe-t-il au moins
un groupe ? Ces axiomes sont-ils indépendants ? Deux groupes
sont-ils nécessairement copies conformes l'un de l'autre?

@ Un coup d'eil sur les groupes

Les axiomes des groupes sont vérifiés par exemple par Z

si I’on pose
X0y =x+Jy.

Icie — oet x’ = — x (exemple : 3° = — 3, (—4) = 4, etc.).
L’associativité de 1’addition n’est pas évidente; on peut
néammoins la démontrer (aprés avoir défini au préalable
’addition!) a partir des axiomes de Peano. Z est donc un
groupe pour l’addition.
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On démontre assez aisément I’indépendance des différents
axiomes. Ainsi ¢) est indépendant des autres, comme on
le voit en considérant N (au lieu de Z) avec la méme addition ;
dans Nil n’existe pas d’élément xtelque3 + x = x + 3 = 0
[Notons néanmoins que I'indépendance de b) par rapport 4 a)
et ¢) n’a pas de sens, puisque e figure dans I’énoncé de c)].
Pour démontrer I'indépendance de a) par rapport a b) et c),
on construit une opération dans un ensemble 2 trois éléments
A = { e, a, b} par les égalités :

eoce=aob=>boa=e,
eoa=aoce = a,
eob=boe=aoca=>bob =20

On constate alors que e est bien un élément neutre, et

qu’il existe ¢’ = ¢, a’ = b et b’ = a. Pourtant cette opération
n’est pas associative, puisque

(bob)oa=boa = e,

tandis que bo(boa) =boe =b.
e a b
ele a b e
ala b e S
blb e

Reste a étudier I'unicité éventuelle (4 un isomorphisme
prés) d’un groupe. Tous les ensembles peaniens (définis
également a partir de trois axiomes) étaient des copies de
I'un d’entre eux ; on pourrait s’attendre 4 ce qu’il en soit de
méme pour les groupes. I/ n’en est rien ; nous connaissons
déja un groupe ayant une infinité d’éléments : c’est (Z, +) .
Il est pourtant facile de construire des groupes finis (c’est-a-
dire ayant un nombre fini d’éléments) ; par exemple I’ensemble
{ e}, qui ne posséde que le seul élément e, est un groupe
si on définit I'opération o par la seule égalité eoe = e
qui montre que e est neutre et que ¢ = e. De méme est

1. On écrit ici le symbole de ’opération pour distinguer les différents
groupes éventuellement construits sur le méme ensemble.



un groupe l’ensemble A = { e, a,b} déja considéré ou
I’on pose b o b = a (et non pas b o b = b). C’est un groupe :
il existe donc bien des groupes, et cette notion n’est pas
vide de sens. Il est bien clair qu’il ne peut pas exister d’iso-
morphisme entre un ensemble fini tel que A et un ensemble
infini comme Z.

@ La méthode axiomatique

Nous sommes maintenant mieux armés pour comprendre
ce qu’est la méthode axiomatigue qui a envahi, en souvenir
d’Euclide, toute la mathématique. Celle-ci est devenue
un jeu symbolique ou 'on étudie principalement des struc-
tures, c’est-a-dire ici toutes les conséquences logiques de
systémes d’axiomes définissant, les uns un ensemble bien
déterminé et important (tel que N), les autres toute une
classe d’ensembles, pouvant différer sur des points capitaux
mais possédant en commun toutes les propriétés démontrées
4 Paide des seuls axiomes de départ (comme les groupes).
Ce schéma est évidemment un peu simpliste et ne rend pas
compte de toutes les recherches mathématiques ; mais il
ne faut pas oublier qu’un texte isolé¢, comme un article de
revue savante, est toujours censé s’insérer dans un traité
complet ot il succéde, parfois par un trés long cheminement,
a la mise en place des structures fondamentales dont I’article
en question ne traite, en fait, qu’une propriété nouvelle.
Ainsi tout théoréme de géométrie peut étre considéré comme
un chapitre particulier du livre de Hilbert.

Le point de vue que nous venons d’exposer est aujourd’hui
celui du mathématicien. Les adversaires des mathématiques
modernes ne contestent pas (ou plus gueére) le fait que la
trés grande majorité des spécialistes adopte cette fagon de voir;
mais ils se comptent sur le probleéme, trés différent, de ’ensei-
gnement. Doit-on utiliser la méthode axiomatique dans
les lycées, a I’école primaire? Le débat est évidemment fort
complexe.

Nous sommes trop peu avancés dans notre enquéte, aux
premiéres pages de ce livre, pour pouvoir porter un jugement
définitif. Chaque lecteur qui n’a pas encore fait sa religion
sur ce point peut au moins comprendre les deux arguments
majeurs — et antagonistes — qui séparent les combattants

Le Puriste : Pourquoi apprendre a4 nos enfants les mathé-
matiques sous la forme que nous avons nous mémes connue ?
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L’enseignement doit permettre aux étudiants d’entrer de
plain-pied, s’ils le désirent, dans la mathématique qui se fait
aujourd’hui et dans la recherche. Puisque celle-ci est axioma-
tique dans sa quasi-totalité, qu’elle le soit également a I’école.

L’ Empiriste : Introduire les subtilités inhérentes a la notion
d’axiomatique, ou la vérité devient, en quelque sorte, relative,
revient a troubler les jeunes intelligences, les dégotiter préma-
turément de notre science, sans permettre d’accroitre le
volume des connaissances élémentaires a acquérir sur les
nombres et les figures. Ils pourront toujours adopter le point
de vue « moderne » s’ils doivent devenir mathématiciens.

@ Une motion négre-blanc

Il existe heureusement un troisiéme point de vue, qui
essaie de concilier ’honnéteté du premier et le pessimisme
justifié du second. La principale vertu des mathématiques
a Décole étant d’apprendre a raisonner juste (beaucoup
plus qu’a acquérir, en dehors des notions courantes, des
techniques trop savantes et rapidement oubliées), il faut étre
aussi honnéte que possible, et toujours avouer clairement ce
que P’on admet. Mais cette exigence doit étre tempérée. Les
problémes d’existence des ensembles fondamentaux (nombres
entiers, plan euclidien, nombres réels), pour lesquels il existe
une intuition trés forte, ne doivent pas étre évoqués autrement
que sous la forme vague : « nous admettrons que 'on peut
raisonner mathématiquement sur les nombres 1, 2, 3, etc. ;
nous admettrons que chacun d’entre nous a une idée assez
précise de ce qu’est un point dans un plan, une droite, etc. » et
ainsi de suite. Mais on doit dresser la liste des propriétés
admises sans démonstration au fur et 4 mesure de leur utili-
sation naturelle, en choisissant des axiomes ! assez puissants
pour en diminuer le nombre jusqu’a une limite raisonnable.

Ainsi, réduisant par exemple la définition de I’ensemble
des nombres réels a une dizaine de propriétés (dont la plupart,
déja valables pour les nombres rationnels, font partie de
I’acquis intellectuel de tout enfant normal d’une douzaine
d’années), peut-on trés tdt présenter des raisonnements

1. Doivent étre passés sous silence des axiomes trop subtils, comme ceux
que nous rencontrerons en théorie des ensembles et qui ont pour but d’éviter
des paradoxes qu’un jeune lycéen n’a aucune chance de rencontrer.



rigoureux sur des nombres dont la définition précise, trés
délicate, ne date que d’un siécle a peine. Ce point de vue
médian, qui rejette notamment aux seuls spécialistes les
probléemes d’indépendance des axiomes (peu importe qu’ils
soient redondants, pour ce que nous avons a en faire ici) et,
é¢videmment, de cohérence, est actuellement, semble-t-il,
susceptible de satisfaire un assez grand nombre de prota-
gonistes de notre tragi-comédie. C’est donc celui que nous
adopterons pour ce livre, dans la mesure ou il présente certains
aspects pédagogiques.

Un exemple de raisonnement axiomatique

Supposons que nous connaissions un ensemble E, une opération
(notée par simple juxtaposition, comme la multiplication ordinaire)
définie dans E, et quatre éléments a, b, ¢, d de cet ensemble satis-
faisant aux axiomes :

(A) x(yz) = (xy)z pour tous les x, y, z de E
\ (B) ax x pour tout x de E

(®) xa = X pour tout x de E
| (D) bc = a
{ (B) cd = a

Démontrons que ces axiomes impliquent d = b.

(1) d = ad (B, avec x = d)
(2) a = be (D)
3) d = (be)d (1 et2)
(4) (bc)d = b(cd) (A, avec x = b,y = ¢, 2 = d)
(s) d = b(cd) (3 et 4)
(6) ed = (E)
(7 b(cd) = ba (6)
(8) d = ba (5et7)
9) ba=1» (C, avec x = b)
(10) d=b (8 et 9).
Cela peut se résumer sous la forme trés symétrique :
d = ad = (bc)d = b(cd) = ba = b.
(B) (D) (A4) (E) (©







