Mathématique et organisation

Parmi les innombrables applications des mathématiques
au monde concret, nous ne citerons pas celles qui, depuis
si longtemps, ont trait & la physique, ’architecture, la méca-
nique, etc., car elles sont bien connues et donnent du mathé-
maticien une image trop reliée au métier d’ingénieur clas-
sique. Loin de nous I’idée de mépriser une contribution
aussi fondamentale ; mais notre but, ici, est plutdt de faire
découvrir des aspects mal connus, souvent parce que relati-
vement récents, de notre science. Aussi avons-nous choisi,
non sans arbitraire, des applications relativement peu clas-
siques qui apporteront, a certains lecteurs, des vues inha-
bituelles de I’activité du mathématicien, par exemple dans
le domaine des sciences sociales.

@ La politigue en fiches

Etudions les opinions politiques d’une population donnée.
A chaque individu on distribue une liste d’une vingtaine
de questions auxquelles il faut répondre par oui ou par non
et qui sont censées représenter les principaux tests politiques
envisageables. On obtient ainsi des « mots » de 20 lettres
que nous représenterons par une suite de 20 chiffres égaux
4 1 (oui) ou a o (non) : nous appellerons opinion un tel mot.
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Nous savons comment associer un ensemble a une telle suite ;
partant d’un ensemble a4 20 éléments (les lettres de a a ¢
par exemple), on fait correspondre au mot (11000 0IOOI
10001 11011) ’ensemble { a, b, g, 7, k, 0, P> ¢, S, t } obtenu
en répondant par oui (1) ou par non (0) aux questions « faut-il
prendre a? faut-il prendre b2, etc. ».

Il est naturel de rechercher un test de voisinage entre
deux opinions. Nous dirons que la diszance des opinions A
et B est égale au nombre de questions ou la réponse est
différente dans A4 et dans B. Cette distance, notée AB comme
en géométrie, satisfait aux propriétés suivantes :

AB est positive ou nulle ;

AB = o équivaut 4 A = B;

[ AB = BA.

De plus, comme en géométrie, les distances entre trois
opinions A4, B et C obéissent a I’inégalité AB < AC + BC.
Pour démontrer ceci, nous pourrions observer que la distance
des ensembles A’ et B’, associés aux opinions A4 et B, n’est
autre que le cardinal de la différence symétrique (4" A B’)
puisqu’elle est égale au nombre d’éléments de A’ ne figurant
pas dans B’ augmenté du nombre d’éléments de B’ ne
figurant pas dans A’'. C’est alors une simple question d’arith-
métique de cardinaux que de démontrer I’inégalité considérée.

En géométrie élémentaire, un point C est entre deux points
AetBsil’ona AB = AC + CB (ce qui entraine notamment
l’alignement de A4, B et C). Nous dirons de méme qu’une
opinion C est intermédiaire entre A et Bsi AB = AC + CB.
On peut voir assez facilement que ceci est équivalent a la
condition suivante : C est entre A et B si les réponses de
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Pour avoir égalité il faut et il suffit que les ensembles hachurés ci-dessus soient
vides, ce qui donne la figure ci-dessous et la relation :

(A" B) = C' < (4" U B).

A c B

A’ B

la liste de C figurent toutes dans A ou dans B. En particulier,
si A et B sont d’accord sur un point pour y répondre par
oui ou par non, C doit reproduire leur réponse commune
sur ce point. Traduit en langage ensembliste, cela signifie
que P’ensemble C’ contient (4" N B’) (qui correspond aux
réponses positives communes) mais est inclus dans (4" U B’)
(il ne peut y avoir de réponse positive dans l’opinion C
1a ou A4 et B ont répondu ensemble négativement).

@ Les opinions intermédiaires

Donnons quelques propriétés de cette relation (ternaire)
d’opinion intermédiaire entre deux autres, que nous noterons
C:AB:

— C: AB = C = BA (cf. axiome 10 d’Hilbert) ;

— étant donné deux opinions A et B, il existe au moins
une opinion C et une opinion D telles que C : AB et B ¢ AD
(cf. Hilbert, n° 11); de plus on a B¢ CD et C: AD (ce
sont des théorémes de géométrie euclidienne).

- Si C: AB et D : AB, toute opinion intermédiaire
entre C et D est intermédiaire entre A et B.

b

A B E -D‘

c D A X B
CeABet Be AD (Ce AB)et(Dec AB)et (X CD)=> X AB




Toutes ces propriétés sont celles de la relation « entre »
qui est définie en géométrie. Le parallélisme ne se poursuit
pourtant pas. On peut en effet montrer que si C et D sont
entre A et B, il ne s’ensuit pas nécessairement que D est
égal a C, que D est entre A et C ou que C est entre 4 ou D,
ce qui serait normal pour des points alignés en géométrie :
on ne peut donc généraliser la notion de droite a une famille
d’ensembles (ou d’opinions), puisque bien que ABC et ABD
soient « alignés », il n’en est pas de méme en général de ACD.

Voici encore un résultat différent de ce que l’on peut
constater en géométrie, mais qui posséde un grand intérét.
Considérons trois opinions A4, B, C non alignées (aucune
d’elle n’est entre les deux autres). Il existe alors une opinion
D, unique, qui est 2 la fois intermédiaire entre 4 et B, Bet C
et C et A. Cette opinion « moyenne » est obtenue par une
régle trés simple : sur une question ou il y a désaccord, on
prendra lopinion... de la majorité (trois étant impair, cette
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Supposons que C soit entre 4 et B : on en déduit les égalités
AN BN C=An Bn C = @.D entre 4 et B implique également
Ay BieD AN BN D = @. Sur le diagramme d’Euler ci-dessus nous
avons hachuré de noir les ensembles vides résultant de (C : AB) et (D = AB).
Pour que I’on ait C entre A et D, il faudrait que soient vides en outre
AvB oCriDetA ox B oy CriD

(hachurés de rouge) ce qui n’est pas en général. De méme (D : CA) implique-
rait ;. A oy Biov G v D Ao Bnn Cn D & (ensembles hachurés
verticalement) et (4 ¢ CD) impliquerait .

A B €ndD=AnBACn D=
(ensembles hachurés horizontalement). A, C, D ne sont donc pas « alignés » en
général, pas plus d’ailleurs que B, C, D.

majorité existe toujours). En langage ensembliste, ce résultat
signifie qu’on gardera les éléments qui figurent dans deux
au moins des trois ensembles A’ B’ et C’ qui forment donc
P’ensemble
A" NnB)YuB nNnC)yu(lnAd

=(A UB)YN (B UC)N (C U A).
Philosophiquement consolant, ce résultat ne s’étend mal-
heureusement pas a plus de trois opinions... On sait d’ailleurs
tous les avatars que l’on rencontre en voulant, 4 partir d’une
liste de désirs de plusieurs individus, cohérents chacun avec
eux-mémes, construire mathématiquement (par la régle de
la majorité ou une autre) une liste « moyenne » : celle-ci
peut comporter des incohérences inévitables 2.

1. Un autre résultat négatif est le suivant : si C est entre A et B et si B
est entre C et D, il ne s’ensuit pas nécessairement que BAD soient alignés
(en géométrie, on aurait alors B entre 4 et D) ; de méme pour CAD.

2. C’est le fameux « effet Condorcet ». Voir par exemple les Nombres et
leurs Mystéres, pp. 28 a 32.
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Une des applications les plus célébres des mathématiques
aux problémes de ’organisation du monde et des sociétés est
celle que M. Lévi-Strauss a rapportée dans son livre les
Structures élémentaires de la parenté (P. U. F.), qui a marqué
le début de l’¢re structuraliste. Le mathématicien André
Weil — 'un des péres de Bourbaki — en a dégagé le contenu
mathématique. La société Kariéra est divisée en quatre
sous-populations ou clans, que nous noterons 4, B, C et D.
Un homme du clan X ne peut épouser qu’une femme d’un
clan bien déterminé noté f(X). L’application f est définie
par le tableau :

X | A B C D (clan de ’époux)
f(X)|C D A B (clan de I’épouse).

Quand un enfant nait, on ’attribue au clan g(Y), ou Y est
le clan de sa mere, g étant définie par le tableau :

Y |A B C D (clan de la meére)
g(Y)|B A D C (clan de I’enfant).

f et g doivent étre surjectives, pour que les femmes de tous
les clans puissent prendre époux et pour qu’aucun clan ne
dépérisse faute de se voir renouvelé par l’attribution d’en-
fants. Dans ce cas particulier, f et g sont d’ailleurs involutives
(les produits f o f et g o g sont I’identité : si un homme de X
épouse une femme de Y = f(X), un homme de f(X) peut
alors épouser une femme de f(f(X)) = X ; si une fille d’une
femme de Y appartient au clan g(Y), ses filles appartiendront
au clan g(g(Y)) = Y. Les fonctions f o g et g o f sont iden-
tiques ; les enfants d’un homme de X appartiennent au
clan g(f(X)), qui est aussi le clan des brus possibles d’une




femme du clan X, c’est-a-dire f(g(X)). Les produits engendrés
par les applications f et g sont au nombre de 4 : f, g, ¢ ('iden-
tité) et h = f o g = g o f. Elles forment un groupe isomorphe
au groupe de Klein (voir page 103).

Chaque individu a un type de mariage : son clan s’il est
masculin, celui d’un époux possible s’il est féminin. Il existe
quatre types fondamentaux dans la structure Kariéra, déter-
minés par le clan du pére; a partir de celui-ci, noté¢ X,
on peut calculer le clan de la meére f(X), celui des enfants
g(f(X)) = g o f(X) et celui des beaux-enfants (gendre et bru)
fe(f(X)) = f o g o f(X). Le tableau des différents types de
mariage détermine entiérement les fonctions f et g, donc la
structure nuptiale.

Pére | Mére | Enfants | Beaux-enfants

n

C
B

(

(X) |IAX)| [gof(X)]| [fogof(X]

»s quatre types de mariage Kariéra

Il existe de nombreuses structures possibles. Parmi celles
qui sont effectivement employées dans des tribus primitives,
nous donnons ci-contre les graphes des applications f et g,
les types de mariage et les groupes engendrés par ces fonc-
tions (ainsi que leurs sous-groupes) dans les cas des sociétés
Tarau, Ambrym et Aranda, respectivement définis par les
applications :



Structure Aranda

G
Groupe du carré (f2 = g* = ¢, fg® = gf)

Tarau X |A B C D
fX)|D 4 B C
gX)|B C D A
Ambrym: X |A B C D E F
fX){\D E F A B C
¢X)|B ¢ 4 F D E
Aranda : X A B C D E F G H
fX)|E F G H A B C D
¢X)|B ¢ D A HE F G
o Je §le &|f &\ o
D> B 1 1
f e |e ie &1 /8t fe eof
& |8 e & g 2 fe f 1 ef Je
Fo—<—97 g e g gt e2:gf fg;fzfé2
s .
DR = v s
ool St | fe? f ief fel g _e i g g
Je [fe e i ST 8 Tk e &
sf lef feif fetrg g8 e

Pére | Mére | Enfants | Beaux-enfants
A E H D
B F E A
C G F B
D H G C
E A B F
F B C G
G C D H
H D A E

(Le groupe du carré est isomorphe au groupe des isométries conservant le
carré ABCD : il suffit de prendre, pour f, la symétrie par rapport a la droite AC
(avant tout déplacement du carré), et pour g la rotation de centre (AC N BD)
et d’angle droit dans le seris positif : on peut alors vérifier les relations

f* = g* = e et fg* = gf qui permettent de reconstruire la table du groupe.)
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A

B

E

Structure Tarau

9 Groupe du triangle équilatéral
Structure Ambrym (f*=g"=ce /2" =gf)
Peére | Mére |Enfants|Beaux -enfants
A D F C
B E D A
C F E B
D A B E
E B C F
F C A D
9
A ; B 0 |e fzi f g
ele £ g
4 A __E ff__ef_i_,g__gf_
Ff g1fF e
gleg fle f?
D > C

Groupe (Z;, +)
(ft=eg=1

Pére | Mére | Enfants|Beaux -enfants
A D A D
B A B A
C B C B
D C D C

ole ¢ gZ:'f fe &f
e le g gzif fg &f
g e, gt e :f'f fj ;g
£ 18 e g J8 & [
77 Fe efte g gt
fel|fe ef f18° e ¢
gflef f felg g e
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Toutes ces structures obéissent aux propriétés suivantes :

- le clan du pére détermine ceux de la mére, des enfants
et des beaux-enfants ;

- le genre de parenté qui relie un homme et une femme
permet, 2 lui seul, de déterminer si un mariage entre eux
est possible ou non ;

— deux gargons dont les péres appartiennent a des clans
différents sont attribués a des clans différents (en d’autres
termes, ’application g o f est injective ce qui implique que f
est injective : sinon l’existence d’un X et d’un Y tels que
f(X) = f(Y) impliquerait g o f(X) = g o f(Y), et les fils
d’hommes de X et de Y appartiendraient au méme clan) ;

— un homme ne peut épouser sa sceur (il n’existe aucun X
tel que f(X) = X);

— deux individus quelconques ont toujours des descen-
dants qui peuvent convoler.

Seul le dernier axiome est un peu complexe a utiliser. Les
autres impliquent que f est bijective, puisque le nombre
de clans est fini ; on peut en déduire la méme propriété pour g,
égale a (g o f) o f~! et bijective comme produit de bijections.
L’application f n’admet aucun invariant X tel que f(X) = X ;
il en est de méme pour toute combinaison ! (autre que ’iden-
tité) de fonctions f, g, f! et gL
Ceci montre qu’une structure telle que celle que définiraient
les applications :
X |4 B C
fxX)|B C A4
gX)|A C B

1. Ceci est une conséquence de I’axiome selon lequel le genre de parenté
entre un homme et une femme permet, a lui seul, de déterminer si leur
mariage est possible. Supposons en effet qu’il existe une application 4 engen-
drée a partir de f et de g (par exemple & = f2g~'fgf ; nous avons supprimé
les signes o trop lourds i manier) et un clan Y tel que A(Y) = Y. Y est
I’image par f d’un certain clan X = f-(Y) tel que Y = f(X), d’oui ’égalité :

Z = kX) = h(f(X)) = f(X). .
Un homme du clan X peut donc épouser une femme du clan k(X). Mais
cette égalité, vraie pour un clan particulier X, doit étre vraie pour tous les
clans, puisque k = Af est une application respectant un certain genre de
parenté (par exemple f~lg-! définit le clan du pére d’un individu, fgf celui
de sa bru ou de son gendre, etc.) On en déduit donc I’égalité de k et de f,
et h doit étre ’application identique.



(pour laquelle g admettrait ’élément invariant A) n’est pas
recevable ; en effet le fils d’'un membre du clan A peut y
épouser la sceur de son pére, ce qui est refusé aux fils de
membres de B ou de C.

@ Un processus monc

Le dernier exemple de ce chapitre, consacré a ’organisa-
tion en ensembles remarquables d’éléments mathématiques
(ou d’origine plus concréte) a trait 4 un certain type de
questions se rencontrant en informatique. On sait que les
machines travaillent généralement en systéme binaire, c’est-a-
dire traitent de suites de symboles o ou 1. Elles ne sont que
d’imparfaits modéles d’une machine idéale, imaginée par
le mathématicien Turing, qui sert notamment & démontrer
les théorémes de Godel et de Church (voir p. 138). Imagi-
nons que notre machine ait regu I’ordre suivant : considérer
le dernier triplet T (xyz) inscrit, et marquer a sa suite le
résultat de 1’addition

t=x+ 2,

addition effectuée dans le corps F, (c’est-a-dire telle que
I + 1 = o). La machine écrit donc (z) et, si on a maintenu

I’ordre initial, elle calculera ensuite
u=y +1

inscrira (u), calculera v = 2 + u, w =1 + v, § = U + W,
r = v + s, etc., ce qui donne la suite infinie

(xyztuvwsr...)

Si ’on part du triplet (000), il est clair que tous les chiffres
marqués sont des o. Sinon, on obtient un résultat assez remar-
quable. Le nombre de triplets possibles étant limité (8 en tout
dont 000), il est fatal que ’on retombe un moment donné
sur le triplet initial (xyz). Les mémes causes produisant
les mémes effets, la suite va donc finir par se reproduire
exactement 2 la maniére d’un motif de tapisserie. Ce qui n’est
pas évident par contre, c’est qu’un triplet distinct de (000)
redonne, par ce processus, les six autres triplets non nuls.
En d’autres termes, les chiffres (sr...) reproduisent exactement
la suite fondamentale (xyzruovw), que lon peut déduire
explicitement de (xyz) par les formules (dans F.) :

t=y +2u=x+y +20=x+Y,
w =y + 2(s=x,r =y, etc.)



o
3
r Y z t
A
 ——
N
f——
y N
S5 3
' 4 4 z t u 1 w
A
-
T y z t u v w i
? ?
l 7 3

Partant du triplet (xyz) non nul, la machine de Turing (ou ’ordinateur) qui
ont recu la consigne « sommez le dernier chiffre écrit et celui qui en est
séparé par une case » inscrivent successivement ¢, 4, v, w puis de nouveau
¢ »tc. Partant de n’importe quel triplet distinct de (00o0) on obtient une
suite contenant (... COIIIOIOOIIIOIOOIIIOIOOIIION ...)

Xy Y5 2

Essayons a partir de (0oI) : on obtient la suite
(OIITIOIOOIIIOIOO...)

ou le motif principal est souligné. Cherchons tous les triplets
(xy2), (y21), (2tu), (tuv), (uvw), (vws) = (vwx), (wsr) = (wxy) :
on obtient (oo1), (or1), (111), (110), (I10I), (0I0) et (100),
c’est-a-dire les sept triplets autres que (000).

Un mathématicien américain, S. K. Stein, a raconté!
I’histoire de cette suite et de ses généralisations (roues a
mémoire, codes i enchainement ou réguliers, etc.). Sans

1. Notamment dans un numéro du Scientific American (mai 1961) et dans
son livre les Mathématiques, ce monde que créa I’homme (Dunod), pp. 122 a 134.
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reprendre son exposé, nous voudrions montrer ici quelques
coincidences étranges (pour le profane, non pour le spécia-
liste de I’informatique ou de la théorie des nombres qui les a
déja rencontrées) nées de ce processus élémentaire.

@ Des égalités matricielles remarquables

Le passage du triplet (x, y, 2) au triplet
s 2z, 8) = (¥, 2 x + 2)
peut évidemment s’écrire sous forme matricielle :

y 0 1 o\ /x
T"=AxT={z)={0o o 1){y] (dans F,).
t 1 o 1/\z

La matrice A satisfait a I’égalité

A% =1 4+ A%
Ses puissances I = A% A4, A2 = A x A, A® = A% x A, A%,
A5 et A® sont toutes distinctes et forment un groupe multi-
plicatif commutatif, la septiéme puissance A7 étant égale a
I’élément neutre I. Elles représentent les passages de (xyz)

o) | I | Iz |u | | Av’r'Aﬂl A7 | AS...

OOOfI100|OIO|OOIJIOIJIII|IIO|OIIf IOO|OIO ...
OOOHOIO|OOIJIOIfITIIfIIOJOII|IO OIO|OO0I ...
OOONOOI|IOIIIIJITOOIIfIOOIOI OOIjIOI ...

iéres lignes

An+1

a tous les triplets de la suite (par exemple A3 le transforme
en (tuv) ). Leurs derniéres colonnes, lues de haut en bas,
reproduisent exactement tous les triplets (oo1) (orr) (1r1r)
(110) (101) (010) (100). Chacune d’entre elles peut s’exprimer,
d’une facon et d’une seule, sous la forme (pI + g4 + rA?),
ou p, g et r sont 3 nombres non tous nuls du corps F, = {0, 1 }.
Si on ajoute & cet ensemble & sept éléments la matrice nulle
dont tous les éléments sont des o, on obtient un espace
vectoriel (de dimension 3 sur F, dont une base est { I, 4, 4%})
mais surtout un corps : le corps de Galois Fs.
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D 2 3 T 45 46
I {r ﬁs ‘33 ﬁn ﬁa g :34 { A A* A* A+ A5 A
A 45 0 A 4 a1 4| |4, 4 4 4 4 A

A2 A% A° O I A5 At A A® A A* A% A° ] A
A A4 a1 0 A a0 a| |4 4 4 a1 A A
A% A° A® A5 A O A* I At A° zfl“ 1 A A A
A5 A I A% A° A* O  A® A A° A A* A% At
A% A4 A2 A A I A3 ( A 1 A A* A® A A

Cet exemple est trés riche. En fait, il exhibe une représen-
tation matricielle d’un groupe (le groupe multiplicatif des sept
matrices non nulles), représentation qui raméne un groupe
abstrait fini 4 un ensemble de matrices sur lesquelles on
peut agir avec toute la puissance du calcul linéaire (on emploie
couramment de telles représentations en physique nucléaire
et dans de nombreux domaines des mathématiques appli-
quées) ; il montre de plus comment construire un corps fini
a pr éléments (p étant premier), & partir du corps F, et
d’une équation, comme A% = I + A%, qui est de degré n
et n’a pas de solutions dans F, mais en regoit si I’on considére
des matrices a éléments dans Fp*. Une telle méthode est
trés voisine de I’adjonction algébrique que nous avons décrite
briévement page 159 : en fait elle n’en differe pas fondamen-
talement.

@ Encore le codage

Nous pouvons observer encore d’autres résultats intéres-
sants. Considérons le passage du triplet (xyz) au 7-plet
(xyztuvw) ; il peut également s’écrire matriciellement, sous
la forme :

%)

I

X

~

I
Earontexy

I
O = H = O 0 ™
H - OO O
O H = = OO0

e



Les lignes (123) de la matrice H forment la matrice I, les
lignes (234) forment A, (345) forment A2, (456) forment A3,
etc., et les lignes (671) forment A° (712) forment A% La
derniére colonne de H est donc notre suite (00IIIOI) qui
« engendrait » tous les triplets non nuls : H « engendre »
de méme les puissances de A. On obtient d’ailleurs la ligne
(n + 3) de H en ajoutant les lignes (n) et (n + 2), ce qui
redonne bien notre processus.

Apphquons la matrice H a tous les tnplets (000), (o0o0I1)
et ceux qui s’en déduisent par A, A%, A3, etc. On obtient
ainsi un tableau a 8 lignes et 7 colonnes :

H OHHHOOO|IR
OO HmMMSOOI|R

OO O HMMOI|IN
H O OO O™
H - OOHOMMOI|R
H = OOMOO|
O == OOHOo|8

On peut constater que la distance entre deux lignes quel-
conques, distance définie (cf. page 164) par le nombre de
colonnes ou les chiffres correspondants sont distincts, est
égale 2 4 quelque soit le choix de la paire de lignes (distinctes) :
il y a deux « 1 » et un « 0 » qui coincident, les autres signes
différent. Ceci permet d’employer les huit lignes pour
coder huit signes (par exemple pour coder des nombres
écrits en systéme octal, qui utilise huit chiffres : o, 1, 2, 3,
4, 5, 6 et 7) ; la distance entre deux « mots » du code étant
grande et réguliére, celui-ci est particuliérement str. Voici
comment ’utiliser : on y effectue quatre tests aprés avoir regu
un « mot » de 8 signaux, les tests T (vérifier t = x + 2),
U (vérifier u = x + y + 2), V (vérifier v = x + y) et W
(vérifier w = y + 2). Si la ligne de transmission n’est pas
trop défectueuse, on admettra volontiers qu’il n’y a pas eu
plus de trois erreurs commises dans ce message de 7 bits
(unités d’information) ; dans ces conditions, si les quatre
tests sont favorables, on peut étre certain que le mot a été
bien transmis (on dit que le code détecte 3 erreurs au plus).
Un nombre impair de tests défaillant prouve la présence de
1 ou de 3 erreurs, un nombre pair démontrant celle de 2 er-
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reurs. De plus, si ’on admet (ce qui est encore assez probable)
qu’une erreur double a de fortes chances de s’étre produite
sur deux chiffres voisins, on dispose d’une régle de correction
pour une erreur simple ou une erreur double entre chiffres
consécutifs. Un tableau donne en effet, d’apres les tests
défaillants, les corrections a apporter.

tests défaillants colonne (s) a corrig

T t

U u

Vv v
w w
TU tu
TV tvyz
TW txy
uv uv
uw 2t
Vvw W
TUV x
TUW 2
uww y

u de correction d’erreurs (
es voisins

aillance simultz
>t ¥, OUu sur z et w ; I
provenir d’erreurs sur (y, 2

Otons la premiére ligne (0000000) du tableau de la p. 175. 11
reste une matrice carrée symétrique (la n-ieme colonne est
formée des chiffres de la n-iéme ligne). Si ’on en lit les lignes
comme des nombres écrits en systéme binaire, on s’apercoit
qu’il s’agit des nombres 29, 58, 116, 105, 83, 39 et 78. On passe
d’un tel nombre au suivant en le doublant (mais en en sous-
trayant 127 si le total est supérieur a4 127 : ceci tient a ce
que 127 est le nombre qui s’écrit ITIIIIT en systéme binaire).
La démonstration de ce résultat curieux est simple ; il suffit
en effet d’observer que I’on passe de la ligne (n) a la ligne

(n I OIIIOIO Passage de la ligne (n) a la ligne



OIIIOI

OIIIOIO
III0I00
II0I001
I0I00I1 . .
Cette écriture décalée du tableau montre bien
OIOOIII les recouvrements de la suite fondamentale
IOOIIIO (oorrror).

suivante en en enlevant le terme d’extréme gauche pour le
porter a sa droite : chaque ligne se déduit de la précédente
par une permutation dite circulaire, ou une translation vers
la gauche d’une unité (compensée aux extrémités). Cette
translation est la conséquence logique de la propriété selon
laquelle deux triplets tels que (xyz) et (yzz) de la suite
(0OIIIOIOOIIIOL...) se recouvrent partiellement, la fin (yz)
du premier étant identique au début du second.

Ceci suggére une approche concréte (due 4 Good) du
probléme consistant & trouver des suites « 2 mémoire » telles
que (oorrror) qui redonnent tous les n-uplets possibles
formés avec n éléments de F,. Nous I’exposerons pour n = 3 :
le schéma ci-dessous est un graphe orienté reliant des sommets

mot (0or110100) correspond au circuit

O/OI/II/II/IO/OI/IO/OO.
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qui sont les doublets (00) (o1) (10) (11) de F, X F, Un arc
entre (xy) et (z2) signifie que les extrémités y et ¢ sont confon-
dues et représente le triplet (xyz) (il existe des boucles comme
celle qui relie (11) a lui-méme et représente (III); nous
n’avons pas figuré de boucle en (00) car nous ne nous intéres-
sons pas a (000)). On peut imaginer que ce graphe représente
un lac, le long duquel est instauré un sens unique, avec un
service régulier de bateaux qui assure (toujours en tournant
dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, comme il
sied en mathématiques!) I’abordage dans une ile ou il faut
absolument suivre un trajet particuliérement pittoresque
et I’accostage sur un ilot. Le probléme consistant 4 trouver
une suite telle que (0OOITIOIOOIIIOI...) peut s’exprimer sur
le graphe de la page précédente : déterminer un itinéraire
permettant de partir d’un point quelconque, faire le tour du
lac, visiter I’ile et toucher I’ilot sans suivre deux fois le méme
chemin. Nous retrouverons un probléme analogue plus loin
(voir page 182).

Notre sujet n’est pas encore épuisé : considérez les lignes
du tableau comme représentant des sous-ensembles a 4
éléments de I’ensemble E = { a, b, ¢, d, e, f, g } (cf. page 167).
Vous constaterez que la différence symétrique de deux
d’entre eux est encore dans ’ensemble, qu’une intersection
quelconque (resp. une réunion) est de cardinal 2 (resp. 6)
et qu’on peut réengendrer ainsi E entier! Nous ’abandonne-
rons néanmmoins pour explorer la topologie.



Sous-ensembles de E = { a, b, ¢, d, ¢, f, g } associés aux mots du code

OIIIOIO l IIIOIOO

{ bed f} | {abc e }

0000000 | 00IIIOI
{

cde g}

IIOIOO0I IOIOOII

{ac fg}

OIOOIII | 1001110
{

{ b efg} a def }

{ab d g}

Exemple :
'(C»d>f,g)L;“%%f;g}:{b;ﬂ,d;f}
(oorrror) + (oroorrr) = (0IIIOIO)

o {c,d,e,g}u{b,e,f,g}:(b,c,d,e,f,g}

%
'/ '{C;d)e:g}m(b>esf:g}:{2’g}

On peut reconstituer entiérement J'(E) par de telles opérations :
par exemple :
e{a}={abcgeln{abdgin{acfe)

e {asbycy={a}VU{bcdf}inf{abdice

e E={a}VV{cdeg} U {b,ef, g} etc.
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De la théorie des graphes a la topologie

Le lecteur profane lui-méme n’aura pu manquer de remar-
quer quelle place tiennent, dans les présentations modernes
de probleéemes parfois tres anciens, les diagrammes et les
représentations figurées qui symbolisent Ieffort de struc-
turation de la mathématique. En logique par exemple, ou
dans toute partie d’un exposé ou interviennent des démons-
trations un peu complexes, Détablissement d’un graphe
rend évidentes les implications et les équivalences établies
dans les pages qu’il illustre. L’aspect trés élémentaire de
ces représentations fait illusion ; si certaines d’entre elles
sont effectivement triviales et sont employées depuis des
siecles (sans apparaitre toutefois dans les livres anciens ou
elles n’auraient guére paru sérieuses), le concept méme de
graphe n’a rien d’évident.

@ L'analysis situs

L’étude de ces figures ou comptent des relations telles
que « étre entre tel et tel point »; « étre relié a tel point »,
« étre d’un seul tenant », etc., est une partie de la topologie.
L’origine de celle-ci est bien connue ; nous la reprendrons
néanmoins une fois de plus car elle est particuliérement
intéressante. D’un probléeme fameux traité pour la premiére
fois par Euler en 1735, est né une branche particuliére des
mathématiques appelée alors analysis situs (analyse des posi-
tions), illustrée par d’autres questions étudiées par Euler
lui-méme (les trente-six officiers), Gauss (le probleme des
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huit dames aux échecs qui ne se mettent pas mutuellement
en échec), Lucas (le probléme des ménages placés autour
d’une table ronde sans que deux époux soient codte i cote),
etc. Toutes ces questions ressortissent aujourd’hui a la
combinatoire qui fait grand usage de la notion de graphe.
Celle-ci, issue directement du probléme d’Euler que nous
allons rappeler, a connu un grand développement assez
récemment sous l'influence de l’informatique naissante.
L’analysis situs est a4 I’origine de la création de la topologie
générale, dont l'importance ne saurait étre sous-estimée
aujourd’hui, la mathématique contemporaine étant née de
la collaboration entre l’algébre et la topologie.

Partons donc de Konigsberg, ou la riviére Pregel entoure
deux iles. L’ile de Kneiphof est reliée a chaque rive par
deux ponts (4 et B, C et D); un cinquiéme I'unit a2 une
presqu’ile elle-méme connectée a chaque rive. Le probléme
des bourgeois désceuvrés du dimanche consistait 4 trouver
un itinéraire empruntant, une fois et une seule, chacun de
ces ponts. Euler prouva l'impossibilité de ce programme.
Le probléme se pose de la fagon suivante : étant donné un
certain nombre de chemins reliant différents points, existe-t-il
un chemin « eulérien », c’est-a-dire une suite de trongons
qui permette de les décrire tous mais sans répétition (il est
permis de passer plusieurs fois au méme endroit, mais a
condition d’y arriver et d’en repartir par des itinéraires diffé-
rents). Posons-le en termes de graphes (voir page 71), que
nous prendrons non orientés pour simplifier . Un certain
nombre de sommets sont reliés par des arétes 2. Le degré
d’un sommet est le nombre d’arétes y aboutissant. Une
chaine est une suite d’arétes que ’on peut tracer d’un trait
continu ; elle est simple si aucune aréte n’est utilisée deux
fois, et eulérienne si elle est simple et utilise toutes les arétes.
Un cycle est une chaine fermée (qui revient a4 son point de
départ). Une chaine est élémentaire si aucun sommet n’est
utilisé deux fois, et hamiltonienne si elle est élémentaire
et utilise tous les sommets. (Pour des graphes orientés, aréte
devient arc, chaine se traduit par chemin, et cycle par circuit.)

1. Le graphe de Good du chapitre précédent est orienté ; les différences
entre les deux sortes de graphes, pour le probléme eulérien, sont minimes.

2. En principe il n’existe qu’une aréte au plus entre deux sommets. Si
cela n’était pas (comme dans le probléme de Konigsberg) on créerait artifi-
ciellement autant de sommets qu’il est nécessaire pour obéir i cette régle
simplificatrice.



q c d

Les ponts de Konigsberg Graphe non orienté.
(Sommets o, a, b, ¢, d, ¢}
arétes od, oe, ab, ac, bc, cd, ce.)

@ Le probléme d’Euler

Le théoréme d’Euler repose sur la remarque banale sui-
vante : quel que soit le sommet ou l’on arrive, il faut en
repartir, ce qui donne en tout sommet d’une chaine simple
un nombre égal d’arétes utilisées pour y arriver et d’arétes
pour en repartir (ceci pouvant toutefois étre faux aux deux
extrémités de la chaine). S’il existe une chaine eulérienne
dans le graphe, tout sommet du graphe est de degré pair ;
ceci est entiérement exact si la chaine est un cycle. Si elle
n’est pas fermée, seuls les degrés des extrémités sont impairs.

Dans le probléeme de Konigsberg, il existe quatre sommets
de degrés impairs : aucune chaine ne permet donc d’effectuer

(2)aJ — b (3)

() e ———3/ 3 ////"g____/< [
|9 A /’Z] W///@
(2)c

S e

Le graphe de Konigsberg. Les degrés sont écrits a coté des sommets. Le
schéma ci-dessus montre comment extraire ce graphe abstrait de la figure
réelle (il a fallu créer deux sommets supplémentaires a et ¢ pour distinguer les
deux routes menant de b 2 ¢, et celles qui joignent d et e).

d (3)

@) a < b(2)
%4 h

e > e
y o

2)c — d(3)

Probléme de Konigsberg modifié. En supprimant le pont B, on peut
trouver une chaine eulérienne ; ses extrémités sont alors nécessairement les
sommets de degrés impairs.



sans hélicoptére le trajet des sept ponts. Dans un probleme
assez connu qui occupe parfois les écoliers fatigués d’écouter
leur maitre (celui qui consiste 4 dessiner a la maniére eulé-
rienne une guérite de soldat — une enveloppe si I’on est anti-
militariste), il existe deux sommets de degré impair : s’il
existe une chaine eulérienne, elle doit nécessairement partir
et revenir en ces deux points. Si ’on supprime au hasard
un pont a2 Konigsberg, ’étude des degrés montre immédia-
tement d’ou il faut partir et ou il faut arriver (& une symétrie
prés dans la description du trajet trouvé l).

@ Le voyageur de commerce

Le théoréme d’Euler est méme un théoréme constructif,
ce qui est assez rare en mathématiques. Non seulement il
donne une condition nécessaire d’existence, mais il prouve
que cette condition est suffisante en exhibant une méthode
pour trouver la chaine eulérienne. On a longtemps recherché
un théoréme analogue pour les chaines (et plus généralement
les chemins dans un graphe orienté) hamiltoniennes : c’est
le célebre « probléme du voyageur de commerce ». Ce dernier
doit visiter un certain nombre de villes (les sommets du
graphe). Pour des raisons économiques évidentes, il recherche
un chemin qui ne passe qu’une fois par chaque ville en les
atteignant toutes ; parmi ces chemins il recherche le trajet
le plus court.

La similitude des définitions laisserait espérer une solution
aussi simple que celle du probléeme d’Euler. Il n’en est rien ;
si tout chemin élémentaire est simple, il est inexact que
tout graphe admettant un chemin hamiltonien admette un
chemin eulérien (’inverse est également faux). Le probléeme
resta sans solution, autre qu’une énumération plus ou moins
déguisée (et absolument impraticable méme par un ordi-
nateur), de 1859 a4 1963. Une équipe américaine, sous la
direction de J. D. C. Little, mit au point un algorithme

1. Nous n’avons, jusqu’a présent, donné qu’une réponse négative : dans
certains cas (ceux ou il existe plus de deux sommets de degré impair), il
n’existe pas de chaine eulérienne. Mais le théoréme d’Euler est beaucoup
plus riche. Il affirme en effet que s’il n’existe que deux sommets de degré
impair, on peut toujours trouver une chaine eulérienne les reliant ; qu’il
est impossible qu’il n’existe qu’un seul sommet de degré impair ; enfin que
si tous les degrés sont pairs, il existe un cycle eulérien. On pourra vérifier

ce théoréme sur des graphes pris au hasard (par exemple sur un hypercube a
quatre dimensions, page 122).
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Hamiltonien (a & f d ¢ ),
non eulérien.

b

b 1
e of

f ‘
1/

Ni hamiltonien,

d

ni eulérien.

Hamiltonien
et eulérien.

Eulérien (abcdefeghicbjhkaflhmd), non hamiltonien.

effectivement réalisable pour le résoudre (méthode de sépa-
ration et d’évaluation progressive, ou branch and bound).
Cette méthode est complexe ! et ne comporte pas de condition
nécessaire et suffisante aussi simple que celle d’Euler. Il est
douteux qu’un braconnier, désirant limiter au maximum
le risque d’étre pris en relevant ses collets, ou une ménagere
recherchant le meilleur chemin pour faire son marché puis-
sent I’appliquer sans une étude préalable par un bureau de
recherche opérationnelle! Mais enfin elle existe, et on a pu
Pappliquer, aprés aménagements, a une foule d’autres pro-
blémes analogues, comme ceux consistant a affecter des
ouvriers a certaines tdches en rendant minimums le coft
ou le temps de I’opération totale, aux problémes d’ordonnan-
cement (qui tiennent compte de certaines contraintes obli-
geant 2 réaliser certaines affectations aprés d’autres : on ne
peut construire le toit d’une maison, par exemple, avant
d’en avoir creusé les fondations, etc.) et en général a tous les
problémes d’optimisation. Elle vient donc s’ajouter a la liste
déja longue des méthodes plus ou moins partielles (méthode
du simplexe, méthode Pert, etc.) qui forment I’arsenal des
chercheurs spécialisés, dont la science est trés prisée des
planificateurs et des entreprises importantes.

1. Elle est exposée, avec un grand nombre de propriétés combinatoires
trés intéressantes, dans 1’Introduction a la combinatorique en vue des appli-
cations de Arnold Kaufmann, (Dunod), pp. 377 et sq.

185



- nnlon
U 104t

Les probléemes de graphes ne constituent qu’une retombée
de I’analysis situs. Les recherches sur les formes des surfaces,
sont centrées sur des propriétés relatives au nombre de
points d’intersection de courbes, 2 la relation « il existe une
courbe reliant tel et tel point », aux concepts de déformation
continue comme celles qui transforment un cube en une
sphere, une tasse avec anse en un tore, etc. D’une maniére
un peu vague, on peut dire que la topologie est née des
relations issues de la géométrie ou les notions de distance,
de parallele et méme de ligne droite ne sont pas utilisées :
elle se consacre a la structure méme des ensembles ponctuels
auxquels on laisse une liberté maximum quand aux dépla-
cements relatifs qui ne mettent pas en cause les « positions »
relatives de ces points.

L’étude de la conmrinuité était restée longtemps ’apanage
de la seule analyse, par le biais des fonctions continues définies
sur des nombres réels ou complexes. C’est d’ailleurs un
probléme d’analyse pure (sur les séries trigonométriques)
qui avait amené Cantor a étudier le concept d’ensemble,
concept dont Lebesgue fit un grand usage dans sa générali-
sation de la notion d’intégrale. C’est pourquoi la théorie
naissante des ensembles, loin d’étre d’abord appliquée aux
structures algébriques comme aujourd’hui dans les livres
scolaires élémentaires, apparaissait il y a peu encore dans
les ouvrages d’analyse. Or voici que la topologie, par exemple
par ses déformations continues, mettait en évidence des
concepts clés tels que celui de wvoisinage, celui de point
d’accumulation (essentiel dans la construction des nombres
réels). En quelques années, la topologie conquit 4 son tour
I’analyse quand on put en dégager les structures fondamentales.

‘ La ma

Voici comment, d’une fagon trés grossiére, on pourrait
imaginer ’unité actuelle de la mathématique. D’une part
les structures algébriques étudient les opérations, les relations,
les applications : en un certain sens, ces structures algébriques
sont bien les filles abstraites du calcul. A cet ensemble sta-
tique, les structures topologiques apportent la notion dyna-
mique de imire (au sens du verbe « tendre vers ») : les groupes,
les espaces vectoriels topologiques sont des groupes, des
vectoriels ou les procédés issus de I’analyse classique, voire




du calcul différentiel et intégral, permettent un enrichissement
considérable des modeles étudiés par lintroduction des
phénoménes de convergence. Il n’y a guére de structure
mathématique importante (en dehors naturellement des
grandes familles de base) qui ne méle ’algebre et la topologie.
Le meilleur exemple en est certainement la géomérrie. Non
seulement celle-ci n’est pas morte, mais elle reste un secteur
trés vivant, apportant son langage et son capital d’intuition
trés apprécié. Seulement elle s’est dégagée depuis longtemps
des problémes trés particuliers de la géométrie euclidienne
et des fastidieuses énumérations de courbes et de surfaces
remarquables. Elle atteint sa plus grande généralité quand
on lui donne les systémes d’axiomes les plus divers : on
consideére, par exemple, des géométries sur des nombres
finis de points de dimensions diverses, des géométries dans
des espaces fonctionnels (ou les points sont des fonctions) ;
on voit que le processus de « contestation » inauguré en
banissant le postulat d’Euclide pour construire les géométries
non euclidiennes a porté des fruits bien plus riches encore
qu’on n’aurait pu le croire il y a seulement un siécle. Cette
généralité se paye par le fait qu’il n’y a plus aucune frontiére
distincte entre les domaines dont on essaie de tracer les
limites pour la commodité de I’esprit. Comment dissocier
I’algébrique et le topologique (donc le géométrique) dans
telle théorie, comme celle des distributions? Cela n’est ni
possible, ni intéressant en soi : I’essentiel est de ramener toute
structure mathématique a un petit nombre de combinaisons-
clés dont lorigine est indifférente, tant les siécles et les tra-
vaux les plus divers (arithmétique, géométrie euclidienne,
calcul algébrique, combinatoire, physique théorique, méca-
nique) ont contribué collectivement 2 en dégager la puissance
et la pureté.

Si tentant qu’il aurait pu étre d’emmener notre lecteur
dans la véritable topologie (dont ce qui précéde ne donne
que le point de départ historique, et pas du tout I’aspect
actuel), dans la géométrie rénovée, il faut s’arréter sagement
et conclure. Notre seul espoir est, qu’en dépit de la mauvaise
foi de lauteur (qui a souvent feint de croire que ce qu’il
racontait était nécessairement a la portée de tous!), les pages
qu’on vient de lire ont pu donner une vue au moins approxi-
mative des méthodes, voire de I’esprit des mathématiques
éternelles d’aujourd’hui. Le prochain rendez-vous est a
prendre pour les mathématiques modernes de demain.
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Continu (hypothéses du), 148.

Continuité, 186.
Corps, 110.
Correspondance, 68.

Diagramme d’Euler-Venn, 47.

Différence symétrique, 59.

Ensemble, 34.
Equipotence, 74.
Extension algébrique, 159.

Fias T11.

Graphe, 71, 80.
Groupe, 19.

Implication, 135.

Indécidable (proposition), 138.

Isomorphisme, 16.
Linéaire (application), 150.

Matrice, 154.
Matriciel (produit), 155.

Illustrations

N, 15.

Nombres complexes, 159.
Nombres entiers relatifs, 18.
Nombres naturels, 18.
Nombres rationnels, 110.
Nombres réels, 128.
Nombres transfinis, 146.

Opération, 95.

g (E), s0.
Peanien (ensemble), 14.
Produit cartésien, 55.

Q, 110.

Quaternions, 110.

R, 128.

Relation binaire, 70.
Relation d’équivalence, 74.
Relation d’ordre, 74.
Récurrence, 15.

Structure, 99.

Treillis, 117.
Topologie, 181.

Vectoriel (espace), 126.

Z; 18:
Z,, 106.

@, 50.

Archives A. W. : pp. 4, 98, 188. - Keystone : pp. 32, 132b, 132c. - Roger
Viollet : p. 66. - Express : p. 132e. - D. R. : pp. 132a, 132d. - Schémas Ed. du
Seuil/Ho Tham Kouie : p. 1 de cv, pp. 2,9, 12, 13, 14, IS, 16, 17, 18, 24, 31,
38, 40, 42, 45, 46, 47, 48, 49, 51, 54 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 64, 68, 69,
70, 715 735 755 765 77, 79; 81, 82, 84, 86, 89, 92, 96, 101, 103, 104, 105, 107,
108, 109, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125, 140, 141, 143, 144, 148, 151,
152, 153, 156, 160, 162, 163, 164, 165, 166, 168, 169, 172, 177, 179, 180, 183,
185.
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Autriche
Suede
Italie
Hollande
Irlande
Grece
Allemagne
Tunisie
Suisse
Espagne
Turquie
Chine
Iran
Israél

Couperin
Schumann
Ravel
Schubert
Chopin
Haydn
Honegger
Mozart
Jazz
Verdi
Tchaikovski

Hugo par lui-méme
Stendhal
Montaigne
Flaubert
Colette
Pascal

Zola
Giraudoux
Baudelaire
Montesquieu
Proust
Malraux
Diderot
Mauriac
Saint-Simon
Laclos
Montherlant
Corneille
Michelet
Apollinaire
Bernanos
Shakespeare
Gorki
Anatole France
Barres
Marivaux
Geethe
Voltaire
Sartre

12
13
14

16
17
18
19
20
21

DE TOUJOURS

30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43

collections microcosme
PETITE PLANETE

Danemark
Portugal
Tabhiti
Belgique
Inde

Brésil

Japon
Sahara
URSS
Grande-Bretagne
Yougoslavie
Finlande
Norvege

Stravinsky
Falla
Monteverdi
Liszt
Prokofiev
Wagner
Rameau
Bach
Puccini
Moussorgsky
Debussy

Tchekhov
Romain Rolland
Giono

Balzac
Saint-Exupéry
Virginia Woolf
Descartes

Jules Renard
Machiavel
Joyce

Moliere
Cocteau
Horace
Homere
Melville

Mme de La Fayette
Hemingway
Virgile
Rabelais

Edgar Poe
Ronsard
Beaumarchais
Cicéron
Rousseau
Rimbaud

La Fontaine
Maiakovski
Dostoievski

58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85

Madagascar
Venezuela
Egypte

Maroc

Pologne
Australie
Mexique
Tchécoslovaquie
Argentine
Canada

Afrique des Grands Lacs

Liban
Chypre

Beethoven
Bartok
Brahms
Mabhler
Franck
Vivaldi
Berlioz
Schonberg

Ouverture pour une
discotheéque

Teilhard de Chardin
Kierkegaard
Aristophane
Maupassant
André Gide
Paul Claudel
Camus
Faulkner
Pasternak
Mallarmé
Nerval
Vigny

rasme
Chateaubriand
Verlaine
Pouchkine
Lautréamont
Mme de Sévigné
Julien Green
Bergson
Benjamin Constant
Paul Eluard
Hegel
Kafka
Freud
Beckett
Sophocle
Tacite
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L’électronique

La conquéte

des fonds marins

Les nuages

La vie sur les planétes

Le cerveau et la conscience
La vie sociale des animaux
Le pétrole

Le cancer

Les nombres

et leurs mysteres

L’énergie nucléaire
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Mahomet

et la tradition islamique
Saint Augustin

et [’augustinisme

Saint Jean-Baptiste

et la spiritualité du désert
George Fox

et les Quakers

Saint Paul

et le mystere du Christ
Le Bouddha

et le bouddhisme

Maitre Eckhart

et la mystique rhénane
Moise

et la vocation juive
Socrate et la

conscience de ’homme
Saint Frangois d’Assise
et ’esprit franciscain
Fénelon

et le pur amour

Jean Calvin

et la tradition calvinienne
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mﬁ LE TEMPS
GROUPES SOCIAUX

2 Les instituteurs
3 Les intellectuels
au Moyen Age
4 Les marchands
au XviIe siécle
5 Les stars
6 Les prétres
de I’ancienne Egypte
7 Les juges
8 Les officiers
9 Les grandes dames
romaines
0 Les templiers
1 Les batisseurs
de cathédrales

11
12
13
14
15
16
17
18

19
20

13
14
15
16
1

2

18
19
20
21
22
23
24

collections microcosme
LE RAYON DE LA SCIENCE

La connaissance

de I'univers

Introduction a la géologie
L’astronautique
L’alimentation

La vie de la cellule

a I’homme

L’optique

L’oreille et le langage
L’archéologie préhistorique
La métallurgie

Le froid

MAITRES SPIRITUELS

David

et les psaumes
Confucius

et I’humanisme chinois
Charles de Foucauld

et la fraternité

Saint Serge

et la spiritualité russe
Saint Thomas d’Aquin
et la théologie
Ramakrishna et la
vitalité de I’hindouisme
Saint Benoit

et la vie monastique
Saint Grégoire Palamas
¢t la mystique orthodoxe
Saint Vincent de Paul
et la charité

Saint Jean de la Croix
et la nuit mystique
Saint Ignace de Loyola
et la Compagnie de Jésus
Isaie

et le prophétisme

QUI COURT

16
19
22
23
25

Les alchimistes

Les Francs-Magons
Les courtisans

Les troubadours

Les explorateurs

au Moyen Age

Les prétres

Les Conquistadores
Les communards

Les premiers chrétiens

CIVILISATIONS

Les Gaulois
Les Etrusques
Les Assyriens
Les Incas

Les Byzantins

21
22
23
2!

25
26
27
28
29
30

31

25
26
2

p]

28
29
30
31
32
3

w

34
3
36

0

L’évolution botanique
La spéléologie scientifique
La médecine chinoise

4 Les structures du hasard

Physique de ’océan

La vie dans I’océan

Les origines de la vie
Histoire des mammifeéres
Les médicaments

Les mathématiques
modernes
L’informatique

Saint-Cyran

et le jansénisme

Rabbi Siméon bar Yochai
et la Cabbale

Patanjali

et le Yoga

Luther

et I’Eglise confessante
Saint Frangois de Sales
et I’esprit salésien

Saint Bonaventure

et la sagesse chrétienne
Bérulle

et I’Ecole frangaise
Ramanuja

et la mystique vishnouite
Epictete

et la spiritualité stoicienne
Lao tseu

et le taoisme
Zarathushtra

et la tradition mazdéenne
Saint Bernard

et ’esprit cistercien

Les Hébreux
Les Khmers

BIOGRAPHIES

César

Napoléon
Lénine

Jeanne d’Arc
Christophe Colomb
Hitler
Robespierre

La reine Victoria
Catherine 11
Gengis Khan
Pétain

Lincoln

De Gaulle
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